Wykład 11

Niech (X,d) , (Y,() – przestrzenie metryczne
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Definicja 11.1 (Ciągłość funkcji w punkcie)

Funkcja ciągła w
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Definicja 11.2 (ciągłość funkcji w zbiorze)
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1)   f  -ciągła na X                       f - ciągła 
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2) (definicja topologiczna)
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Funkcja jest ciągła na zbiorze X ( jeżeli przeciw-obraz dowolnego zbioru otwartego jest zbiorem otwartym.

Stwierdzenie:
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Niech 

f: X(Y – suriekcja

g: Y(Z – odwzorowanie

to  (g ( f): X(Z – odwzorowanie

Niech B(Z
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Wówczas:

Twierdzenie 11.1 (o złożeniu odwzorowań ciągłych)
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Dowód:
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Definicja 11.3 (odwzorowanie ograniczone)
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f - funkcja ograniczona :( f[X] – ograniczony w Y

Odwzorowanie ograniczone można zdefiniować mając metrykę w zbiorze wartości.

Własności odwzorowań ograniczonych na zbiorach zwartych.

Twierdzenie 11.2

Obraz zbioru zwartego poprzez odwzorowanie ciągłe jest zwarty.

Z: (X,d) , (Y,() przestrzenie metryczne

X- zwarty
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T: f[X] – zwarty

Dowód:
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Funkcja ciągła 
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Wniosek 11.1 (twierdzenie Weierstrassa)

Z: (X,() – przestrzeń metryczna

f: X(R – odwzorowanie,

X- zwarty
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Funkcja ciągła na zbiorze zwartym osiąga swoje kresy.

Wniosek 11.2

Z:  f: R([a,b](R ,  f –ciągła

[image: image41.wmf]]

[

lim

:

)

(

)

(

0

X

f

y

y

y

y

k

k

n

k

n

n

Î

=

Ì

$

¥

®


T: 

Definicja 11.4 (przestrzeń niespójna)

Niech (X,d) – przestrzeń metryczna
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X- niespójna :( 
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Definicja 11.5 (przestrzeń spójna)

X- spójna :(X nie jest niespójna.

Przykład:

X=R

R(A –spójny (A –odcinek (otwarty, domknięty, półotwarty, ograniczony, itp.)

Własności odwzorowań ciągłych na zbiorach spójnych.

Twierdzenie 11.3

Z:   f: X(R, 

(X,d) – przestrzeń metryczna spójna

f –odwzorowanie ciągłe

x1,x2(X ,     f(x1)<f(x2)
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T: 

Funkcja ciągła na zbiorze spójnym przyjmuje wszystkie wartości pośrednie.

Dowód (nie wprost)
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Zauważmy że:
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f- ciągła
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f- ciągła
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Z punktów 1(- 4(( X –niespójne, a to sprzeczne z założeniem.

Wniosek 11.3 (własność Darboux)

Z: f: R(A(R –odwzorowanie ciągłe, A- odcinek
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Wniosek 11.4.

Z:   f: R(A(R – odwzorowanie ciągłe

A – odcinek

x1, x2 (A  ( f(x1) * f(x2) < 0
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Twierdzenie 11.4

Z:  (X,d) , (Y,() – przestrzeń metryczna

X- spójna

f: X(Y   odwzorowanie ciągłe

Obraz zbioru spójnego poprzez odwzorowanie ciągłe jest zbiorem spójnym.
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Dowód (nie wprost)

f[X] – niespójny ( 
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Niech  
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[image: image9.wmf]X

- przestrzeń metryczna niespójna ( sprzeczne z założeniem.

Ciągi funkcyjne (zbieżność jednostajna, zbieżność punktowa)

Niech  X-zbiór   (Y,() – przestrzeń metryczna

fn: X(Y – ciąg odwzorowań
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Definicja 11.6 (zbieżność punktowa)
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Definicja 11.7 (zbieżność jednostajna)
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Przykład 11.2.
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Ciąg jest zbieżny punktowo ale nie jest zbieżny jednostajnie.

Wniosek 11.5
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Jeżeli:

Każdy ciąg zbieżny jednostajnie jest zbieżny punktowo do tej samej granicy.

Opracował: Tomasz Rupacz, gr. 7
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