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WYKŁADY Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ

dla kierunku Elektronika i Telekomunikacja

Wykładowca: dr Janina Niedoba (A3-A4 IIIp., pok. 306)

Wykład 1
Literatura:

Podręczniki:

 W. Żakowski „Matematyka” T. I

 W. Kołodziej „Analiza matematyczna”

Zbiory zadań:

 J. Banaś „Zbiór zadań z analizy matematycznej”

 W. Krysicki, L. Włodarski „Analiza matematyczna w zadaniach”

 W. Stankiewicz „Zadania z matematyki dla wyższych uczelni technicznych”

  J. Niedoba, W. Niedoba „Równania różniczkowe zwyczajne i cząstkowe”

Oznaczenia:

 [a,b] – przedział (obustronnie) domknięty

 ]a,b[ - przedział (obustronnie) otwarty

 N – zbiór liczb naturalnych

 Z – zbiór liczb całkowitych

 Q – zbiór liczb wymiernych

 R – zbiór liczb rzeczywistych

 C – zbiór liczb zespolonych
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- dla każdego (kwantyfikator ogólny)
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– zbiór funkcji ciągłych na zbiorze U
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- zbiór funkcji, które mają n-tą pochodną ciągłą
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- zbiór funkcji n-krotnie różniczkowalnych
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 - funkcja ciągła w przedziale [a,b]
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- równoważne z definicji
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 - równe z definicji
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Uzupełnienia:

1. Ciągi liczbowe:

1.1. tw. Bolzano-Weierstrassa

1.2. tw. o trzech ciągach

1.3. tw. o ciągu monotonicznym i ograniczonym

1.4. liczba e jako granica

2. Funkcje liczbowo-liczbowe:

2.1. funkcja odwrotna

2.2. funkcje cyklometryczne

2.3. logarytm naturalny

3. Własności funkcji ciągłych:

3.1. tw. o zachowaniu znaku

3.2. własność Darboux

3.3. tw. o funkcji ciągłej na przedziale domkniętym i ograniczonym [a,b]

4. Pochodne:

4.1. tw. o pochodnej funkcji odwrotnej

4.2. pochodne funkcji cyklometrycznych

4.3. pochodna 
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4.4. pochodne wyższych rzędów

Niech
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 będzie funkcją

gdzie:

 X - zbiór argumentów funkcji 

 Y – zbiór wartości funkcji

  y=
[image: image14.wmf]ƒ

(x) – równanie wykresu funkcji

Uwaga 1.1

Aby określić funkcję, musimy zadać zbiór argumentów, zbiór wartości i wykres.

Definicja 1.1(Odwzorowanie)

Funkcja 
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 jest odwzorowaniem (jest wszędzie określona), gdy spełnia warunek:
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Definicja 1.2(Iniekcja, suriekcja, bijekcja)

Dana jest funkcja:
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 Funkcja
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Funkcja
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 jest suriekcją 
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                                                 (lub krótko przeciwdziedzina jest równa zbiorowi wartości funkcji)

Funkcja
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 jest bijekcją 
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[image: image28.wmf]ƒ

 jest iniekcją i suriekcją 

Definicja 1.3(Funkcja odwrotna)

Niech:
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Wtedy istnieje funkcja odwrotna do funkcji 
[image: image30.wmf]ƒ

, którą oznaczamy 
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Przykład1.1
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 - nie jest bijekcją (nie istnieje funkcja odwrotna) 
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Z tego powodu zacieśniamy ją tak by była bijekcją
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Definicja 1.4(arcus sinus)

Funkcją arcus sinus nazywamy funkcję odwrotną do funkcji sinus o dziedzinie zawężonej do przedziału 
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Wniosek:
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[image: image41.png]1
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Przykłady:
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1. 
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3. 
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arcsin x=(  jest sprzeczne, bo 
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Definicja 1.5(arcus cosinus)

Funkcją arcus cosinus nazywamy funkcję odwrotną do funkcji cosinus o dziedzinie zawężonej do przedziału 
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Wniosek:
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  przy założeniu, że: 
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[image: image54.png]y-arccos()




Definicja 1.6(arcus tangens) 

Funkcją arcus tangens nazywamy funkcję odwrotną do funkcji tangens o dziedzinie zawężonej do przedziału 
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Wniosek:
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  przy założeniu, że: 
[image: image59.wmf]ê

ë

é

ú

û

ù

-

Î

2

,

2

y

 

p

p




[image: image60.png]



Definicja 1.7(arcus cotangens)

Funkcją arcus cotangens nazywamy funkcję odwrotną do funkcji cotangens o dziedzinie zawężonej do przedziału 
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Wniosek:
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  przy założeniu, że: 
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[image: image66.png]y-arccta(x)





Lemat 1.1

Jeżeli funkcja w przedziale ma ekstremum w punkcie c, to styczna w punkcie c jest równoległa do osi OX.
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Dowód:

Niech:
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co oznacza, że 
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Tw.1.1 (Rolle’a)
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Dowód:
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Tw.1.2 (Cauchy’ego)

Twierdzenia tego będziemy używać przede wszystkim podczas dowodzenia innych twierdzeń
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Dowód:
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wprowadzamy funkcję pomocniczą
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zauważmy, że 
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Funkcja
[image: image80.wmf]F

jest ciągła i różniczkowalna jako kombinacja liniowa dwóch funkcji ciągłych i różniczkowalnych.

Skoro założenia tw.1.1 są spełnione, to
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 stąd po przekształceniach:
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Tw. 1.3. (Lagrange’a)
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Dowód:

Dowód jest bezpośrednim wnioskiem z tw. Cauchy’ego.

Przyjmijmy, że funkcja g z tw.1.2 ma postać g(x)=x (spełnia zał. tw. 1.2)

Zauważmy, że
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Zatem na podstawie tw.1.2  
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Inne postacie twierdzenia 1.3

1)Jeżeli przyjmiemy oznaczenia
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2) Jeżeli przyjmiemy oznaczenia
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i są spełnione zał. tw.1.3, wówczas
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3) wersja ostateczna

Niech 
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Wniosek 1.1
Niech 
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gdy h jest dostatecznie małe (x0+Θh≈x0), a f ’ jest ciągła
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